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[bookmark: _GoBack]ΘΕΜΑ Α

A1. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα [α, β] . Αν G είναι μια παράγουσα της f στο [α, β] , τότε να δείξετε ότι: 

Α2. Έστω f μια  συνάρτηση ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ. 
Τι ονομάζεται αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της f στο Δ;

A3. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα [α, β] . 
Τι ονομάζεται ορισμένο ολοκλήρωμα της f από το α στο β;

Α4. Να χαρακτηρίσετε κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις με την ένδειξη Σωστή ή Λάθος.



1. Αν για κάθε x 1, x 2  με x1  x2  ισχύει :




2. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και ισχύει f(x) ≥0 για κάθε x , τότε αν α, β , θα είναι : .



3. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο[α, β] με f(x) ≥0 και ισχύει , τότε υπάρχει .


4. Αν η συνεχής συνάρτηση f δεν είναι παντού ίση με το μηδέν στο[α, β] και ισχύει  τότε η f παίρνει δύο τουλάχιστον ετερόσημες τιμές.


5.Το ολοκλήρωμα  είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄ x μείον το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄ x

ΘΕΜΑ Β plus

Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο: 
Β1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f .




Β2. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δυο σημεία ,  με  στα οποία οι εφαπτόμενες  της γραφικής παράστασης της f είναι παράλληλες στον οριζόντιο άξονα .



Β3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο στο οποίο η εφαπτομένη  της γραφικής παράστασης της  είναι παράλληλη στον οριζόντιο άξονα .



Β4. Να αποδείξετε ότι υπάρχει διάστημα της μορφής  με  στο οποίο η f είναι γνήσια αύξουσα .

Β5. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f και τους άξονες συντεταγμένων .


Β6. Να βρείτε τα όρια : 





ΘΕΜΑ Γ

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : :


.

Γ1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και το πρόσημο.

Γ2. Να δείξετε ότι: f (1) > 2.

Γ3. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f έχει ακριβώς ένα σημείο καμπής.

Γ4. Αν δίνεται ότι  : 









ΘΕΜΑ Δ

Για την 2 φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  ισχύουν:
· 

· 
.

Να αποδείξετε ότι:


Α. .


Β.  και στη συνέχεια ότι:


 η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  .


Γ. Ηείναι γνήσια αύξουσα .
 Εφαρμογή σχολικού σελ 252





Δ. i) 

    ii) 


    iii) Αν, τότε 
 


                                                                                                 Βασική πρόταση


Έστω  μια συνάρτηση η οποία είναι συνεχής και ισχύει  . 
Τότε :




Για να χρησιμοποιηθεί θα πρέπει να εξηγηθεί.











ΛΥΣΕΙΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΟΣ
ΘΕΜΑ A
Α1. Θεωρία
Α2. Θεωρία
Α3. Θεωρία
Α4. Σ – Λ – Σ – Σ - Λ


ΘΕΜΑ Β



Β1. Γνωρίζουμε ότι  για κάθε , άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το R.

B2. Η f είναι παραγωγίσιμη και ισχύει:



Οπότε .


Θεωρούμε τη συνάρτηση .


Τότε . Άρα για την g έχουμε ότι:

[image: ]
Όμως είναι:

 


 , άρα θα έχουμε  


 



Το μηδέν ανήκει στο σύνολο τιμών της g στο , άρα υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα και αφού είναι γνησίως μονότονή στο διάστημα αυτό, θα είναι μοναδική. Όμοια υπάρχει μοναδική ρίζα στο διάστημα 


Άρα η g μηδενίζεται ακριβώς μία φορά στο  και ακριβώς μία στο .





Τελικά η  έχει ακριβώς δύο ρίζες  με , επομένως οι εφαπτομένες της f στα  είναι παράλληλες με τον οριζόντιο άξονα.





Β3. H  είναι συνεχής στο  και παραγωγίσιμη στο και επιπλέον ισχύει . 




Εφαρμόζοντας θεώρημα Rolle στην  στο διάστημα  προκύπτει ότι υπάρχει , άρα η εφαπτομένη της  στο ξ είναι παράλληλη στον οριζόντιο άξονα.




Β4.  Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει διάστημα της μορφής  με  στο οποίο .






Γνωρίζουμε ότι η  τέμνει τον  στα . Άρα μεταξύ των ριζών της η g διατηρεί σταθερό πρόσημο. Όμως αφού , συμπεραίνουμε ότι είναι θετική στο .


Όμως . 



Επιπλέον αφού , συμπεραίνουμε ότι . Άρα . Επομένως το διάστημα στο οποίο η f είναι γνησίως αύξουσα είναι μεγαλύτερο από 2 μονάδες.





Β5. Στο διάστημα  η  βρίσκεται κάτω από τον άξονα  και επιπλέον γνωρίζουμε ότι τέμνει τον άξονα μόνο στο σημείο , άρα το ζητούμενο εμβαδόν θα δίνεται από το ολοκλήρωμα: 

 

 



Β6. i) Αρχικά θα υπολογίσουμε τα όρια  και  


Έχουμε ότι: , αφού  


και  


Άρα το όριο  γίνεται:




Όμως αντικαθιστώντας το f(x) με α, έχουμε:





ii) Παρατηρούμε ότι 
Οπότε έχουμε:


 

 



και αφού το όριο της f στο  ισούται με μηδέν, έπεται ότι και .



ΘΕΜΑ Γ


Γ1. Είναι , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της.

Οπότε έχει ελάχιστο το f(0) και μέγιστο το f(1).





Όμως είναι  και αφού δίνεται ότι , θα είναι  για κάθε .



Γ2. Έστω είναι .







Εφαρμόζοντας ΘΜΤ στην f, στο  έχουμε ότι υπάρχει  και αφού  και  θα είναι , δηλαδή υπάρχει  



Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού , για κάθε .


Άρα τελικά είναι .


Γ3.  Έχουμε ότι:


 για κάθε   


Άρα η  είναι παραγωγίσιμη με  




Όμως  για κάθε , οπότε θα δείξουμε ότι η εξίσωση  έχει μοναδική λύση στο .







Θεωρούμε την συνάρτηση , η οποία είναι συνεχής στο  και επιπλέον  και , αφού είναι  και .





Εφαρμόζοντας Θ.Bolzano στην  στο , έχουμε ότι η εξίσωση  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  και από τη μονοτονία της f προκύπτει ότι η ρίζα τελικά είναι μοναδική.





Αν είναι ρ η ρίζα και αφού η f είναι γνησίως αύξουσα θα έχουμε  για κάθε  και  για κάθε .

Άρα η f έχει ακριβώς ένα σημείο καμπής.

Γ4. 
Α ΤΡΟΠΟΣ


Είναι  και διαιρώντας με  έχουμε:

 
Ολοκληρώνοντας τα δύο μέλη γίνεται:




Β ΤΡΟΠΟΣ

Είναι  
Άρα το ζητούμενο ολοκλήρωμα γίνεται:





ΘΕΜΑ Δ

Δ1. 
Α ΤΡΟΠΟΣ

Δίνεται ότι  , άρα έχουμε:


 

 

 


Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση  , η παραπάνω σχέση γίνεται:


 



άρα αφού  συνεχής, θα έχουμε .




Για  προκύπτει , άρα τελικά είναι . Δηλαδή .

Β ΤΡΟΠΟΣ

Αρκεί να δείξουμε ότι η συνάρτηση  είναι σταθερή και η τιμή της είναι 2.
Έχουμε:



 

 




Άρα αφού η Φ(x) είναι συνεχής, ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων, θα είναι  και για  προκύπτει , οπότε .




Δ2. Αφού  συμπεραίνουμε ότι , άρα .







Έπειτα θεωρούμε τη συνάρτηση  και αφού  συνεχής, ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων στο  και επιπλέον είναι  και , αφού .



Άρα από θεώρημα Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα της  στο .

Δ3. 
A ΤΡΟΠΟΣ


Έχουμε ότι  , αφού .

H ισότητα εμφανίζεται για τις τιμές που μηδενίζεται η .
Άρα τελικά διαπιστώνουμε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της.

Β ΤΡΟΠΟΣ
Από Δ1 έχουμε:




Άρα συμπεραίνουμε ότι  και αφού  συνεχής (ως παραγωγίσιμη), θα διατηρεί σταθερό πρόσημο.


Όμως , άρα τελικά είναι , επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της.

Δ4. i) Έχουμε ότι:






ii) Έχουμε ότι .



Έστω ότι  ΑΤΟΠΟ. Άρα τελικά είναι .







iii) Δίνεται ότι , άρα  και αφού  και  είναι συνεχείς και  θα έχουμε .

Α ΤΡΟΠΟΣ

Άρα έχουμε .



Όμως η f είναι γνησίως αύξουσα άρα  , άρα , άρα τελικά είναι .

Β ΤΡΟΠΟΣ


Αφού  από γνωστή εφαρμογή προκύπτει ότι .




Όμως , οπότε  και τελικά , οπότε είναι .
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